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INTRODUCTION

La théorie des graphes permet de
resoudre efficacement une grande
variété de problemes pratigues ou
recréatifs en les ramenant a des
configurations qui se dessinent
simplement a l'aide de points et de
llalsons entre ces points.




Ses applications pratiques sont tres diverses:

e Optimisation des réseaux de transport :
transports routiers ou transports d'information

eConception de réseaux électriques, de réseaux de
communication

eMécanique statistique, formules chimigues,
informatique théorique, sciences sociales,
geographie, architecture...



... Un graphe est la donnée d’un couple G = (X, A)

ou X est un ensemble fini

et A une famille finie dont chaque élément est une paire
d’élements (non nécessairement distincts) de X.
L_es élements de X sont appeles sommets ou nceuds de G,
Les élements de A sont appelées arétes de G.
L’ordre de G est par definition le nombre de sommets de G.

@ 8 sommets



Exemples

Le graphe d’un tournoi T = (X, A) ou:
X est Pensemble des participants au tournoi,
A est ’ensembles des paires de joueurs se rencontrant dans le

tournoi.

La carte routiere de la Tunisie
X est ’ensembles des villes de la Tunisie,
A ={ {x,y}/ ilyaau moins une route directe reliant les
villes x et y}
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Un graphe simple est un graphe qui ne possede ni boucle
ni arétes multiples.
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Le degrée d’un sommet est le nombre d’arétes
dont il est une extrémite.

Théoreme :
LLa somme des degrés des sommets d’un graphe
est un nombre pair.

La somme des degrés est le nombre d’extréemites des arétes.

Théoreme :
Le nombre de sommets de degrée impair
est un nombre pair.
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Lemme des poignées de mains

Soit G = (X, A) un graphe simple alors

> d(x) =2/A

XeX

(| Al estle nombre darétes )

( La somme des degrés des sommets d'un graphe
est egale a 2 fois son nombre d'arétes )
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- Deux sommets sont adjacents s’ils sont joints par au moins une aréte.
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H
Deux sommets sont adjacents s’ils sont joints par au moins une aréte.

Deux arétes sont adjacentes si elles ont une extrémité commune.

Une chaine est une suite (non vide) finie d’arétes adjacentes .La
longueur d’une chaine est le nombre d’arétes qui la decomposent

Un cycle est une chaine dont les deux extremités sont confondues
composee d’arétes toutes distinctes.




Pour un graphe simple d'ordre n, le degré d'un sommet est un
entier compris entre et n-1.

Une chaine simple ne peut pas visiter le meme sommet

deux fois .
3 5
é/ B
5 3
F C
3
E D

FABCEF est un cycle ( chaine fermée ) ) ]
FEBD est une chaine simple fghedb est une chaine 31mple
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Soit G = (X, A) un graphe simple , et x un sommet de ce
graphe. Le degré de x noté d(x)

St G est un cycle alors

pour tout sommet X ,d(x) = 2

G est complet d’ordre n, alors pour tout
sommet x , d(x) = n—1

Un graphe simple est dit régulier de
degré r si tous ses sommets sont de
degrér.



Graphe connexe :

Graphe non-connexe :
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Deéfinitions

eChaine eulérienne : chaine simple passant par toutes les
arctes d’un graphe.

eCycle eulérien : cycle simple passant par toutes les arétes
d’un graphe une et une seule fois.

eGraphe eulérien : graphe qui possede un cycle eulérien.

eGraphe semi-eulérien : graphe qui possede une chaine
eulérienne.



" -« Théoréme dEuler (1766)

Théoréme

Les graphes ci-dessous sont-ils eulériens (ou semi-eulériens) ?
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Le schéma ci-dessous représente la carte routicre de
Ille de Djerba.

Déterminer le nombre de troncons de routes existant
dans 'lle
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m Combien faut-il prévoir de matchs a jouer

si 'on veut organiser un championnat de
14 équipes ?

m Dans un village, il y a 15 apparells
teléphoniques, tous fixes. Est-il possible
de les relier par des fils télephoniques

pour gue chagque appareil soit relié avec 5
autres ?
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Peut-on parcourir une fois et une seule
les aretes des graphes ci-dessous

>

sans lever le crayon ?
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les ponts de Konigsberg
Au XVIIIeme siecle, les habitants de Konigsberg (actuellement

Kaliningrad, région de la Russie frontaliere de la Pologne et de la
Lituanie) aimaient se promener le dimanche. La ville de Konigsberg

comprenait? ponts, disposés selon le schéma ci-dessous.
Le souhait des habitants de Konigsberg était de faire un trajet
passant une fois et une seule par chaque pont. Comment faire ?




" J
traversée de frontiéres
Cing pays sont représentés ci-contre avec leurs frontieres.

Est-il possible de partir d'un pays et d'yrevenir en franchissant
chaque frontiere une fois et une seule ?
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Une ligue de football comporte 5 équipes.
- 1l est décidé par le bureau de la ligue que lors d’un week-end
d’entrainement, chaque équipe jouera quatre matches (deux
équipes ne peuvent pas se rencontrer plus dune fors).
Comment 'organiser?
- le calendrier étant trop chargé, les organisateurs décident que
chaque équipe ne jouera que trois matches. Comment l'organiser ?

Montrez que dans un groupe de personnes,
il y a toujours deux personnes ayant le méme nombre d’amis
presents

Il n’existe aucun graphe dont tous les sommets ont des degrés
distincts
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